Probleme de spheres

Le probleme

\oici I'énonceé :

soitS(1), S(2), S(3), S(4) des spheres de rayon 1, chacune étant tangente au treis. &eut-on placer des
spheress’(1), S'(2), S'(3), S’'(4) toutes de meme rayon r, chacune etant tangente aux trivesat aussi
tangente a trois des sphefd), S(2), S(3), S(4) (les interieurs de ces huit spheres sont supposésrdsjoi
Quelles sont les valeurs de r "permises™ ?

Résolution

Mettons les spheres sur un tétraedre régulier et ndpg®espectivemens!) les centres des spherg§)
(respectivemen®’(i). Sans limiter la généralité, on peut supposer ue- (0,0,0), S; = (0,2,0), S3 =
(V3,1,0) etS, = (f’, 1, 2—‘/6). Graphiquement, on trouve :

-1 -1

Sans limiter la généralité, , on va supposer uEl) soit tangent &(1), S(2) et S(3), S'(2), tangent a
S, soit tangent &5(2), S(3) et S(4), et ainsi de suite de maniere cycliqi®. doit donc se trouver sur la
droite perpendiculaire au pla®y, S,, Sz et passant par le centre de gravité du triar§ileS,, Ss. Donc
S = (ﬁ’, 1,k) (qui est I'équation paramétrique d’'une droite, que noysedprons encor&;. De méme
S, = (A8 + VB, 2+ 3V2, 28 + V3. AussiSy = (A8 + vEm 2 - 3v2m 2% + v/3m), et enfin,
S, = (? +2+6n,1, %‘ — 4/3n). Toutes ces droites se rejoignent au méme ﬂ@iﬁt(%g, 1, %‘). Ce qui
permet de paramétrer les points d’'une autre maniere (aveeatrur unitaire, ce qui est plus pratique).
Ainsi :
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fs'l :\f(ﬁ’,l, %p k)\f S, = (%ﬁ; %’fh §$§+ 1)
Si=(F+¥mi1-LmX+im) S, =(F+%%n1LL-1In)
La valeur absolue de chaque parametre est la méme. On vditgué, par exemple. Ce qu’il faut est que

1 =< P~
r=s- IS1S5ll = IS71Sall — 1,

Traduit en terme d’équation (en tenant compte des signesteteant un peu I'équation) que

{— :—§I+1)2:g+(l+?)2

_w 0u| —

i i _ (3V2-4)V3
Ce qui veut dire qué= —BVZANS

Et on trouve finalement comme rayos: \/g Il = 3+ 22 qui valent environ B284 et 017157. Et (sans
S’(4) qui cacherait), on trouve cette situation (dans le cas08 + 2V2) :

Prolongement

Une idée lumineuse de Jacques utilise la chose suivantéeladd travailler dang3, on travaille dan®*

et les sommets du tétraédre régulier sont les p@&ntsls que6§>i =g la base canonique d&* vu dans
I'hyperplanx+y+z+t = 1. Puisque, ici, les distanceS;, S;) = V2, les sphéres sont de raydﬁ, donc,

il faudra tout multiplier a la fin parv2. Si, pouri = 1,...,4, on noteS/ les centres des sphéres cherchées,
on a ques! se trouve sur la droite passant |$aet le barycentre de la face opposée. Et on trouve facilement

(et les calculs sont plus simples) le rayon des sphéresiubesc

A partir de maintenant, placons-nous d&is! et considérons len(+ 1) hypersphéres centrées 8p
et de rayon%. Par ce qui vient d’étre dit, on a par exem@&/ |, = ﬁ &+ - +6)+ (1 - )&, et
—_—

OS] = ﬁ & + -+ &,1) + (1 — )&, avecd > 0 qui est le méme pour tous I&. Notonsr le rayon des

sphéres cherchées (tout en se souvenant quexciest2r que I'on cherche). On a les équations :
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1
2r__HS 1Sheall etr4-jJ§ nsﬂisﬂ|

ou, rappelons-18; = (1,0,...,0),S/,, = (4,...,4,(1- /l)) etS; =((1-1).4,....4).
La premiére équation nous donne : (22 =2- (&nl “A - 1) , Ce qui se tradun par
2
xzz(n+l~/l—1)
n

Pour l'autre équation, on a

(r+ 27 =(E-12+(n-1)(4) +@- a7
= 2_2.0l 042

n

Ce qui veut dire que (en multipliant par 2 de chaque c6té) que
2
(x+1P2 =200 22 4.0 344 or, X+ 1) = % +2x+1= (”;1 - 1) +2x+ 1. Ce qui veut dire que

2X =

(n2—1) . n+1 s 2.-0l.1-2
2 n 2_2.%31

La seconde équation nous donhe 0, ce qui est un cas dégénéré. La premiere nous donne :

2-1 1
T2 -4 04a=0
n n
Puisquet = % (x + 1), en substituant, on trouve :
2_2.0*3) 10
(n-1)

Ce qui veut dire que

+2v2(n+1 4
X = ( ) + + 1.
n-1 n-1
Ces nombres forment deux suite de nombres inverses l'uriawteels, décroissante (pour le$ et crois-
santes (pour les) qui tendent vers 1 lorsquetend vers l'infini. Et on voit que ces nombres ne sont des

entiers algébriques que lorsque- 2,3,5 et 9.
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